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Predpoklady

Predpoklady, aneb jakym proudénim se budeme zabyvat.
Rovinn¢ proudéni = 2D proudéni
Nevifivé proudéni = potencialni proudéni
Idealni kapalina
Nestlacitelna = hustota je konstantni

Neviskozni. (limitni piipad kdy je Re=c0)



Zakladni rovnice a funkce

Pfi potencialni proudéni plati, Ze

vy Existuje potencial ad
Qi =eyro—=0 B =P > -

dx; rychlosti @

Rovnice kontinuity pro nestlacitelnou kapalinu

ov; ZCD
Picow PP _o® a0=0
i
Pro nevitivé proudéni musi platit
'Qi =0

Pro rovinné proudéni plati

N
oY _ 0y _
vi=8ij36—xj > 171—6—962 Uy = E =
4
v, 0vg 0%y 0%y
Q=0 B axl_axz_o = _axlz_axzz_o vl



Zakladni rovnice a funkce

Mame tedy dvé rovnice, které popisuji potencialni proudéni idealni kapaliny.

Z matematického hlediska jsou ob¢€ rovnice stejne. Jsou to Laplaceovy rovnice.
Jsou to linearni parcialni diferencialni rovnice druhého fadu. Nicméné jejich fyzikalni

vyznam je jiny.
AP =0 Tato rovnice vyjadiuje rovnici kontinuity pro nestlacitelnou
kapalinu.
Ap =0 Tato rovnice vyjadiuje podminku nevifivosti pfi rovinném
proudéni.



Funkce komplexniho potencialu

Mame-11 dvé funkce u(x,y) a v(X,y), které splnuji nasledujici podminku,

au_av au_ v
dx  dy dy ~  ox

pak plati, Ze existuje funkce komplexni proménné z ve tvaru

f(2) =ulx,y) +ivix,y)

My takové funkce mame

00 oy
Vi = axi Vi = &ij3 ax]-
oD o ob oY op Y

0w~ P an oy T ax . om

MizZeme tedy definovat funkci komplexniho potencialu

W(z) =d+i¥



Funkce komplexniho potencialu

Tato funkce ma jednozna¢nou derivaci v bod¢ z a to at’ derivujeme v jakémkoli sméru.
Bude tedy platit

ow _ow oW
dz 0x i.0y

MiuZeme si to dokazat pritom je tfeba si uvédomit, Ze plati

1 1
—=T.7="1
A A |
6W_6<D+ 61,0_ o
ax  ox lox xT TV

ow _oo oy N

i.dy i.0y li.ay_vx Wy =" A

\4

Obecné tedy plati 4
ow

5= — ]
0z



Je dobré si uvédomit vzajemné vlastnosti proudove funkce a potencialu rychlosti.
Pfi rovinném proudéni mizeme definovat dva systémy kiivek
Y = konst Toto jsou ndm znamé proudnice

® = konst Toto jsou ekvipotencialy — ¢ary konstantniho potencialu

Proudnice a ekvipotencialy jsou na sebe vzajemné kolmé kiivky.

MiuzZeme to dokazat nasledujicim zplisobem.

Gradient potencidlu rychlosti musi byt kolmy na ekvipotencialu, a podobné 1 gradient
proudove funkce musi byt kolmy na proudnici.

Pokud tyto gradienty skalarné¢ vynasobime, pak pokud dostaneme nulu tak jsou na
sebe kolmé. A to znamena, Ze 1 teCny k témto kiivkam jsou na sebe vzajemné kolme.

0b 0y _0b 0y 0P 0y

= —V1.V3 + V5.7, =0

Funkce komplexniho potencialu

dx; 0x; 0xq 0x; O0xy 0x, -



Zakladni pravidla pocitani s komplexnimi Cisly

Komplexni ¢islo ma redlnou a imaginarni ¢ast. Imaginarni ¢ast je nasobena
imaginarnim ¢islem 1.

z=x+1y
.2 _ .
2 =-1 V=1=i . A
1y ( : )
z=r.e"? e = cosp + i.sing
z
7 — R
X =T.C0SQ e
a,’ i
y =71.5ing |
20
# : h-
v x m
T L B
ez =1 e 2=¢ 2 = — .
eln —_ _1 elZTL’ — 1 .



Zakladni pravidla pocitani s komplexnimi Cisly

Komplexné sdruzeng¢ Cislo:

z=x+iy z=r.e¥
Z=x—1iy Z=r.e”®
Kruhoveé inverzni Cislo
R? R? R?
- — — -l
Z, = = - = .e
k Z r.el® T
P R —ip P R
Zr, = R.—.e " = R.—
k r k r
R? . R? 2
Zy = —— = elT i =
VA r.el¥ r
R? i R? R% .
Zy =1— =e2 . =—.e"
VA r.el¥ r
R*  ,3m R? I
Zy =—l— =e" 2 . =—.e"
VA r.el¥ r




Zakladni pravidla pocitani s komplexnimi Cisly

Operace s komplexnimi Cisly

Scitani
zq +2p = (xq + iya) + (xp + iyp)
Zg +2p = (xqg +xp) + i(yg + ¥p)

Nasobeni
Zg Zp = (kg +1i.v,). (xp +i.yp)
ZgZp = Xg. Xp + 0. Xq.Vp + 1.V Xp + 1%.Y4. Vb

Zg Zp = (Xg.Xp — Ya.¥p) + 1. (Xg.Yp + Va-Xp)

z.Zz= (x+iy)(x—iy) =x?+ixy—ixy+y?> =x?>+y? =r?

R? 5
z.z, = 2.— =R
Z

Vyjadreni realné a imaginarni ¢asti vyrazu

1 X—ly x-—1iy Z

:x+iy'x—iy_x2+y2 r?
1 1 T

N[F— N]|F



Jednoduché proudove utvary — paralelni proud

Vychazime z nasledujici funkce komplexni proménne.

Wi=24.z2= x4 +iy,) (x+1iy)

Tuto funkci rozdélime na realnou a imaginarni cast.
Wy = (xg-X —Ya.¥) + 1. (X ¥ + Ya- %)
Potencial rychlosti
D =x.%X—Y,.y
Proudova funkce

VYV=x,9Y+V,.%



Jednoduché proudove utvary — paralelni proud

Potencial rychlosti
D =x.%X—Y,.y

Pro ekvipotencialy plati nasledujici rovnice

xa I . . -
. . ULl "Ll .
s " o N . 5N \
J— . s L Lp ) y
Al . o . [ .
S 3 % 1 :
a a o, \ e \ - \
i ) S \ 2 e \
\ DU ¥ ‘
o F

Jsou to pfimky se smérnici x,/y,.

Slozky vektoru ve sméru ekvipotencial jsou. (y, , X,)

Proudova funkce 0&\‘5\ TN

VYV=x,9Y+V,.%

Pro proudnice plati nasledujici rovnice
Ya ¥
= ==—.XxX+—
YT
Jsou to ptimky se smérnici —y,/X,.

Slozky vektoru ve sméru proudnic jsou. (X, , -y,)

Ekvipotencialy a proudnice jsou na sebe vzajemné kolmé primky.

.‘3:’ < "



Jednoduché proudove utvary — paralelni proud

Co vyjadruje konstanta z,?

Prvni derivace funkce komplexni proménné vyjadiuje komplexné sdruzenou rychlost
A
X\ ¥

W

5=¥=za=xa+i.ya B v=Xx,—1.Y,

Komplexné sdruZena rychlost (a tim 1 skute¢na
rychlost) je v celé roving€ konstantni a odpovida
komplexné sdruzenému ¢islu ke konstanté z,.

Pro specialni ptipad paralelniho proudu, ktery je
rovnobézny s osou X a jehoz rychlost ma velikost U
mame nasledujici funkci komplexniho potencialu

e
e
e

- 2]
Wl =U.z R —iy’P _@

—_— — — .
—U> — .
= - ]

—_ —> —>
—_— — — .

—_— — —_—




Jednoduché proudove utvary — zdroj/propad

Uvazujme funkci komplexni proménné ve tvaru
W=z,In(z) = (x,+i.y,).In(z) =x4.In(2) +i.y,.In(z) = W,r,+W;

Nyni budeme zkoumat funkci komplexni proménné W,.

Tuto funkci rozdélime na realnou a imaginarni cast.
W, = x4.In(2) = x,.In(r.e*?) = x,. [In(r) + In(e*?)| = x4.In(r) + x4.1. ¢
Potencial rychlosti

d = x,.In(r)

Proudova funkce

VY =x,0¢



Jednoduché proudove utvary — zdroj/propad

Jak vypadaji ekvipotencialy?

)
® = x,.In(r) » In(r) = - ) r=konst
a

Pro ekvipotencialu plati, ze ®=konst. Z toho vyplyva, Ze ekvipotencialy jsou kruzZnice se
sttedem v pocatku.

Se

g >,
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~~~~~~~ I konst




Jednoduché proudove utvary — zdroj/propad

Jak vypadaji proudnice?

g
Y=x,0¢ ’ go=x— ’ @ = konst
a

Pro proudovou funkeci plati, Zze ¥ = konst, takZe proudnice jsou polopiimky vychazejici
z pocatku.

S
.
4 N
o PN
o P
- Py - .
. . ”
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St e
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Jednoduché proudove utvary — zdroj/propad

Jak ur¢ime konstantu x,?
Vyjadiime komplexné sdruzenou rychlost

v=—">-=—(x,.lnz) =x,.— = — = —.e ¥
Xqg X

v=—.e' lv| = —
r

Velikost rychlosti je funkci pouze vzdalenosti od zdroje .

Vyjadiime pritok kruznici kolem zdroje.

Q=S = Xq.2.T0. >

Xg = 5—

xa
—7277,'7"1 2 T

Funkce komplexniho potencialu pro zdroj umistény v pocatku mame.

W, = %.ln(z)
v = ¢ el = .(cosp + i.sing)
2.7T.T 2.7T.T




Jednoduché proudove utvary — zdroj/propad

Jak to vypada v ptipadé¢, Ze je zdroj umistén mimo pocatek?

Funkce komplexniho potencialu ma tvar:

Q
W, = ﬁ.ln(z — Z1)

Komplexné sdruzena rychlost

iy

_ _dw, Q 0 1 | = Q 1
YTz T 2.0z nz = 2) 2. (z—z)
21 a3
2.m'z,  2.m r?
’U:i Z_-,- _ Q r-ei'qo _ Q xr+i.y-,-
2.m'r2 T g p2 C2.mr r




Jednoduché proudove utvary — zdroj/propad

Jak to bude vypadat v pripad¢, Ze nebudeme pracovat v komplexni roving?
Nemitizeme pracovat s funkci komplexniho potencialu a tak pracujeme pouze s

rychlosti
Slozky rychlosti
v, = CoOSQ __¢ X1~ %
Vo 2.mr - 2.mr r
vy, = sing __¢ X2 = %2
272w C2mr r
- Q x’l — X _ Q x’l — X Q n;
Co2mr o7 T2 r? T 2.nr?



Jednoduché proudove utvary — zdroj/propad

Jak je to v ptipad¢€, Ze mame vice zdroji?

Plati princip superpozice! Proc?

j=1 j=1
N N N
_d Oy Q 1 Q 1
v Ez:_ﬂ In(z = 2¢j) = 2(2 ( — ) 2 2(2 P4
=1 = Z=2(3j) = TU)-€
N Q( ) ei.QD(])
V= .
= 2. T'(])



Jednoduché proudové utvary — potencialni vir

Vychdzime z nasledujici funkce komplexni proménné.

W3 =1i.y,.In(z2)

Tuto funkci rozdélime na realnou a imaginarni cast.

Wi =i.y..In(r.e?) = —y,.¢ + i.y5.In(r)
Potencial rychlosti

b =—Yq.¢
Proudova funkce

Y = Y,.In(r)



Jednoduché proudové utvary — potencialni vir

Potencial rychlosti
b =Yg @
V pripadé ekvipotencialy je ® konstanta @
iy 3
_ _ d=konst
Q= = konst
~Ya

Ekvipotencialy jsou tedy paprsky
jdouci z pocatku.

iy S




Jednoduché proudové utvary — potencialni vir

Proudova funkce

Y = yu.In(r)

V ptipadé proudnice je ¥ konstanta @

In(r) = i

Ya
r‘ r
W \\ v
r = eYa \-J f
Proudnice jsou Cary s konstantnim

polomérem r — tedy kruznice kolem
pocatku.




Jednoduché proudové utvary — potencialni vir

Urceni indukované rychlosti

6W3 1 lE Ya .
) = —— = |. — = 2, — -l
1% 02 L. Vaq 2 e - e
7= Ya "(g“ﬂ)
r
vV = :V_aei(qo—%)
r

Pokud je y, kladné, pak je rychlost tecna k
proudnici a je orientovand po sméru
hodinovych rucic¢ek coz je v opacném
sméru nez je orientace uzaviené kiivky,
kterou tvori proudnice.

Jednotkovy te¢ny vektor v kladném
sméru ke kruznici je dan vztahem

T = ei(§0+%)

bt ]

Y=konst




Jednoduché proudové utvary — potencialni vir

Slozky rychlosti
_a _r _Yain(o -t
Uy =77 C0S (go 2) vy ==sin (go 2)

Slozky jednotkového te€ného vektoru ke kruznici

Tx=COS(§0—g) Ty=sin(go—g)

Nyni miizeme vyjadfit I, \1 v
T Cm :
cos (go — E) = sin(p) sin (go — E) = —cos(p) \-/

cos (¢ +3) =—sin(@)  sin(p+3) = cos() W=konst

Cirkulaci kolem potencialniho viru
muiizeme tedy vyjadfit:

[ = f 5.7, dk

‘ | Obsan_|



Jednoduché proudové utvary — potencialni vir

Element kruZnice je
dk =r.do

Takze cirkulace po proudnici, ktera ma tvar
kruZnice je:
2. ly
= f (Ve Ty + ¥y Ty). 7. dg
0

Nyni miizeme vyjadfit r \‘ v
2.1 f
= —f j;—a (sin%(p) + cos?(@)).7.dg K/

0

=-y,| dp=—-y,.2.@

Ot N
5

Vg = ——— Z tohoto vztahu také vyplyva, ze
cirkulace po libovoln¢ kruznici kolem

viru je konstantni. -



Jednoduché proudové utvary — potencialni vir

Funkce komplexniho potencialu pro potencialni vir je dana vztahem:

We = i.[ [
3T T n(z)

Potencidl rychlosti a proudova funkce ma tvar:

_ I
¢_2.7T'g0

Y = —%.ln(r)

Rychlost indukovana potencialnim virem je:

S A (" N A (" B 0 (97 -
2.r 2.r 2.r Al
\4
1 T 1
Uy = E;COS (E—I_ QD) = —ﬁ;Sln(QD) :
ri r 1
B =2y (5t 0) = gareos®

o | Obsan_|



Jednoduché proudové utvary — potencialni vir

Vyjadieni sloZek rychlosti vyvolanych potencialnim proudénim kolem viru, pomoci
sumacni symboliky.

r1i r 1
Uy = —ﬁ;mn(go) v, = ﬁ;cos(go)
_ I 1x’2—x2 _ I 1x’1_x1
V1= 2.TT T vZ_Z.nr T
r 1 ,
Vi =57 Ei3k: (x' — x)



Jednoduché proudove utvary — dvojice

Mame zdroj a propad podle obrazku. Jejich parametry jsou nasledujici.
Zdroj

a
Zl = —5 Ql = Q i_y“
®d=konst Y=konst

Propad =

a
Z =5 Q2= -0
Funkce komplexniho 3+
potencialu pro dané proudéni =
wWw=w;,+W,

Q1 Q2
W = ﬁ.ln(z —z1)+ 5 (z —zy)

\_a/

Q Q
)—ﬁ.ln(z—%)=ﬁ.lln(z+%

Moment dvojice M = Q.a

Q a
W—E.IH(Z‘FE

Nl Q
N
NG~
|
=)
—~
N
|
N
NG
| I

Q (Z+

N
S
VN
I
N[ Q
N——"



Jednoduché proudove utvary — dipol

Vyjadieni sloZek rychlosti vyvolanych potencialnim proudénim kolem viru, pomoci
sumacni symboliky.

r1i

Vy = —ﬁ;sm(go)



